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A rendre pour le 20 Février 2019

Exercice 1 - Etude de fonction et suites

On considere la suite (u,),en définie par :
up = a et pour tout entier n, u, 11 = Up(2 — uy),

ol a est un réel tel que 0 < a < 1.

1. La fonction f est dérivable sur R (polynome) et
Ve eR, fl(z)=2-2

Ona2—2x >0 <= 1> z. Sachant que lim f(z) = —oc0et lim f(x) = —o0. D’ou le tableau de

—+00
variation suivant :

T —00 0 1 +00
Signe de f'(x) + 0 -
1
Variations 0/ \
de f —
—00 —00

2. (a) On montre les propriétés suivantes &, : {0 < u,, < 1}.
— Initialisation : uy = a €]0, 1] donc la propriété Z, est vraie.
— Heérédité : On suppose que &2, est vrai pour un certain rang n. On a donc

O<u, <1
= f(0) < f(u,) < f(1) (La fonction f est croissante sur [0, 1].)
—0< Up41 < 1

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est
héréditaire.
— Conclusion : |Pour tout n € N, 0 < u,, < 1.

(b) On sait que pour tout entier n, u, > 0,

Un+1
Up,

=2—u,>1

car u, < 1.

‘La suite u,, est donc croissante . ‘

(¢) La suite est croissante et majorée par 1. ‘ Elle est donc convergente ‘ et tend vers une limite ¢ € R.
On a nécessairement

fl)=l<=2—-1P =0l 1*—1=0

Les solutions possibles sont 0 et 1. Or, la suite (u,) est croissante donc

lim wu, =1.
n—-+o0o
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3. On considére la suite numérique (v,),en définie sur N par :
v, =1—u,
(a) Pour tout entier n,

Unt1 = 1- Un+1

=1—(2u, —u?)
=1-2u, +u’
= (1 —uy,)?

. . _ 2
AinsiVn € N, v,41 = v;.

(b) On montre les propriétés suivantes 2, : {vn =(1—- a)Qn}.
— Initialisation : vg =1 —a et (1 — a)zo =1 — a donc la propriété &, est vraie.
— Heérédité : On suppose que &2, est vrai pour un certain rang n. On a donc

Un41 = UEL
= (1—a™)
=(1-a)?"
La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est

héréditaire.
— Conclusion : |Pour tout n € N, v,, = (1 —a)?".

(c) Onal—ae€]0,1]. lim 2" =+ccet lim (1—a)® =0. Donc

n—+o0o X—+o0

lim v, =0.
n—-400

Et comme u,, = 1 — v,, on retrouve

lim wu, =1.
n——+o0o

4. On consideére le temps de vie d’'une machine a café. En sortant de l'usine (au temps ¢ = 0), la
machine a café a une probabilité a d’étre cassé (0 < a < 1). On notera A,, 'événement "la machine
est cassé au temps t = n' et p, = p(A,). Si la machine est cassé au temps t = n elle reste cassé au
temps ¢t = n + 1. Si la machine est en état de marche au temps ¢t = n, elle a la probabilité p,, d’étre
cassé au temps t =n + 1.

(a) Les événements Ag et Ay forment un systéme complet d’événements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

p1 = p(A1) = p(Ao)pa, (A1) + P(Ao) Pr;(A1)
=ax14+(1—a)po
=a+(l1—a)a

= 2a — a®

On conclut que p; = a(2 — a).

(b) Les événements Ay et Ay forment un systéme complet d’éveénements. Donc, d’apres la formule
des probabilités totales.

Pyt = P(Ant1) = p(An)pa, (Ani1) + P(IH)PE(An+1)
= Pn X 1+ (1 _pn)pn
= pn(2 - pn)
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Pour tout n € N, p11 = pn(2 — pn).

(c¢) La suite (p,) est la méme que la suite u,, de la premiere partie. On a donc

lim p, = 1.

n—-+00

Cela signifie que sur le long terme, la machine a café finira par étre cassé (ce qui est logique
finalement).

Exercice 2 - Etude de fonction et suites

On considére lapplication définie sur |0; +oo[, f : x — f(z) = (z + Inz)e* L.

1. La fonction f est dérivable sur R* et pour tout z € |0; +oo[,

1 1
fl(x) = (1+ ) e+ (z+Inz)e” ! = (1 + - +x+lnx) e’ !
T x

2. On pose g la fonction définie sur |0, +oo[ par g(x) = Inz+ % La fonction g est dérivable sur |0, +o00]
(somme de fonctions dérivables sur R ) et

1 1 r—1
* /
VQ:ER+, g(:r):;—?: xQ
On trace le tableau de variation de la fonction g.
x 0 1 +00
Signe de ¢'(z) - 0 +
Variations
de g
1

La fonction g admet un minimum global en z =1 et g(1) = In(1) + 1 = 1. Donc

1
VreR,, Inz+->0.
x

1
3. D’apres la question précédente Inz + — > 0 et pour tout = > 0, z + 1 > 0. Par conséquent
x

Vo €]0;400[, z4+hz+1+21>0.

1 1
On a f'(z) = (1++x+lnx>e$_1. Orpour tout z >0e*t>0et 14+~ +2+Inz > 0.
T T

‘La fonction f est donc strictement croissante. ‘

4. On alimz +Inx = —oco et lim e* ! = ¢!, Ainsi, lim f(z) = —oo. De plus lim f(x) = +o0.
z—0 z—0 z—0 T—+00
x 0 1 +00
Signe de f'(z) +
+00
Variations 1/
de f —
—00
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Ona f(1)=(1+In(1))ett=1et f/(1)=(1+1+1+In(1))ert =3.

5. |La courbe C' admet une asymptote verticale en = = 0. ‘

6. La tangente au point d’abscisse 1 est la droite d’équation y = 3(x — 1) + 1 = 3z — 2.

On considere la suite réelle (u,), .y définie par ug = 2 et, Vn € N, w1 = f (uy) .
7. On montre par récurrence les propriétés suivantes &2, : {u, > 2}.
— Initialisation : uy = 2 donc la propriété &, est vraie.
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc
Uy > 2
= f(u,) > f(2) (La fonction f est croissante)
= U1 > (2+1n(2))e > 2

La proposition &2, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est hérédi-
taire.
— Conclusion : | Pour tout n € N, u,, > 2. ‘

8. On montre par récurrence les propriétés suivantes &2, : {u, > e"}.
— Initialisation : uy = 2 et € = 1 donc la propriété 2, est vraie.
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc

Upt1 = (Up + ln(un»eunil

Or u, > 2 donc e"~! > ¢ et In(u,) > 0. On a donc

Upy1 > Upe™

= Upp > €€
=  Up+1 > en+1

La proposition &, 1 est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est hérédi-
taire.
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— Conclusion : ’Pour tout n € N, u,, > e".

On a lim e"™ = 4o00. Par comparaison,
n——+0o0o

lim w, = +oo.
n——+o0o

. Ecrire un programme en Scilab qui calcule et affiche le plus petit entier naturel n tel que u, > 10%°.

n=2~0
u =2
while u < 107(20) do

u = (u + log(u))*exp(u-1)
n = n+l

end

disp(n)

Exercice 3 - Etude de fonctions et suites

2

On considere la fonction f : 2 — e~ . On définit la suite (u,) par

Uy € [07 1]a Vn € Na Upt+1 = f(un)

1. On pose g la fonction définie sur [0, 1] par g(z) = f(z) — x. La fonction g est dérivable sur [0, 1] et
¢(x) = —ze /2 —1. Sur [0,1] on a ¢'(z) < 0 donc

— g est continue sur [0, 1].

— ¢ est strictement décroissante sur [0, 1].

— g([07 1]) = [671/2 -1, 1}

Or 0 € [e"/2 — 1,1] donc, d’apres le théoréme de la bijection, L’équation g(x) = 0 admet une
unique solution sur [0, 1].

Il existe donc un unique « € [0, 1] tel que f(z) = x.

2. (a) Soit z € [0, 1], c’est a dire

0<z<1
— 0<Zv—2<1
-2 72
— 0>—£2>—1
- 27 2
= 126_§26_%>0

La fonction f est stable par [0, 1].

(b) On montre par récurrence les propriétés suivantes &2, : {u, € [0, 1]}.
— Initialisation : ug € [0, 1] donc la propriété Z, est vraie.
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc u, € [0,1] et

Un+1 = f(un) € [07 1]
La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est

héréditaire.
— Conclusion : |Pour tout n € N, u, € [0, 1].
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3. (a)

(b)

f est dérivable sur [0, 1] et

vz e 0,1], f'(z)=—ze/?<0

Comme z € [0,1], on a

r <1< e /2 > 12

De plus —x > —1 donc

1
0> —ze P> —— = 0> f(z) > —

el/2

On en déduit

vz el0,1], |f'(z)] <

5=

On sait que

— La fonction f est dérivable sur [0, 1]

1
— On a la relation Vz € [0,1], |[f'(z)] < —=

Ve
— VneN, u, €[0,1] et a € [0, 1].
Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis

| (un) = fla)] <

Comme u,11 = f(uy,) et f(a) =, on a

1!
Ve

—al.

Vn € N, |Un+1 - Oé| <

NG

lu, — al.

(¢) On montre par récurrence les propriétés suivantes &2, :

(d)

-

n

|un—04]§ —
e

— Initialisation : &, s’écrit |ug —a| < 1, or ug € [0, 1] et a € [0, 1] donc la distance entre ces
deux nombres est inférieure a 1 et donc la propriété &, est vraie.

1 n
— Hérédité : On suppose que &, est vrai pour un certain rang n. On a donc |u, —a| < (\/_> )
e

Et d’apres la question précédente :
1
|tn1 — o] < —=lun —al

Ve
(%)

<

<

1

e

)n—i-l

La proposition &, est donc vraie. On en déduit que la suite des proposition (Z2,) est

héréditaire.

1
— Conclusion : |Pour tout n € N, |u, — a| < <

NG

).

1
Comme —= €] — 1;1[, on a

Ve

Par le théoreme des gendarmes,

(uy,) est convergente et lim w, = a.

n—-+0o0o
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